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中 文 摘 要
Ⅰ
中 文 摘 要
本学位论文， 我们考虑两类流体力学方程的柯西问题.
在第三章，我们考虑如下 Quantum Hydrodynamic (QHD)方程组
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光滑解的存在时间 T的有限性.有着如下结论：假定初始密度有紧支集并且密度
的紧支集关于时间是亚线性的，倘若存在非零的动量分量，则可以得到 n维 QHD
方程的解的存在时间 T是有限的.然而，若初始密度若在无穷处退化，则没有哪
个解能随着时间的增加反倒退化.
在第四章，我们考虑如下的 Navier-Stokes-Poisson(N-S-P)方程组
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我们证明了倘若 *T 是最大的存在时间，那么有
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其中 r和 s满足
 rrs 31
32 ， .
关键词： QHD方程；爆破准则；N-S-P方程
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
Abstract
Ⅱ
Abstract
In this dissertation, we consider two types of hydrodynamic
equations.
In chapter three, we consider the following the quantum hydrodynamic
equations
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Assuming that the initial density has compact support is not zero, we can
show that the life span T of the solution to the n-dimensional Quantum
Hydrodynamic equations is finite. However, if the initial density decays
at infinity, then there are no global solutions for which u decays as the
reciprocal of the time as time increases.
In chapter four, we consider the Cauchy problem of the Navier- Stokes
-Poisson equations:
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It is proved that if *T is the maximal existence time, then
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where r and s satisfy
 rrs 31
32 ， .
Keywords: quantum hydrodynamic equations；blow up criterions；
Navier-Stokes-Poisson equations
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第一章 引言
近来，量子流体动力学已经成为国际应用数学界的主流研究方向之一。
P.A.Markovich、A.Jüngel等数学家在这个领域做出了非常重要贡献.虽然已经有
些结果，但还有更深入的问题有待解决。人们根据物理学中提出的超小半导体系
统，借助量子理论，提出了各种相应的数学模型。这些模型大体上分微观量子模
型和宏观量子模型，其中微观模型有 Kinetic 方程，如 Wigner 方程和
Schrödinger-Poisson方程等。这些微观模型经过量子技术的处理，变成含有宏观
的物理量（如：电子密度或流量密度）的量子流体动力学模型，简称 QHD模型。
本文第三章考虑的就是如下的 n维 QHD方程组：
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该章主要内容是定理 3.1，它指出了在定理的条件下，该 QHD方程组的解的存
在 时 间 T 不 能 无 限 大 。 其 证 明 思 路 是 ： 先 引 入 几 个 物 理 记 号
)(),(),(),( tAtMtEtm ii ，则由(1.1)1可推导出 )()( tAtEdt
d ii  ，进一步证明 )(tE i 是
关于 t 的一次函数，假定密度的紧支集关于时间是亚线性的，因此可证 )(tE i 会
小于 t的某个亚线性函数，这样 T必定有限。定理 3.2是来自文献[5]。证明的思
路类似，先引入记号 )()()(~ tMtmtM  ，利用方程(1.1)1、Gronwall不等式以及
反证法条件
( )
limsup ( , ) 11 
 nt L
t u t xx 可以推出 )(
~ tM 小于 t的某个亚线性方程；
另一方面又可估计出 )(~ tM 有个关于 t的线性函数的下界，由此也可得出 T必定
有限。
Navier-Stokes-Poisson方程具有很强的物理背景，主要可以描述天体星云在
有粘性和有重力时的运动状态。虽然 Euler-Poisson方程也能刻画星云运动但它并
没有考虑粘性的影响。尽管 Navier-Stokes方程也能反映宇宙中流体的运动状况，
但 Navier-Stokes 方程并没有考虑流体自身重力对流体运动的影响。因
此,Navier-Stokes-Poisson方程是比Navier-Stokes方程和Euler-Poisson方程更精确
地刻画星云运动的数学物理模型。本文第四章考虑的正是如下的 3 维
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Navier-Stokes-Poisson方程
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讨论在电力场下，Navier-Stokes-Poisson（N-S-P）方程在整个三维空间中的爆破
准则。其主要内容为定理 4.1和定理 4.2，定理 4.1是来自文献[16]和[18]，它证
明了在定理的条件下柯西问题强解的唯一性. 定理 4.2指出 N-S-P方程组在定理
的条件下其解必定会爆破。证明思路是用反证法，假设其解在最大存在时间 *T 处
没有爆破，这样就可将其解 ),,(  u 延拓到大于 *T 处，可得与 *T 是最大存在时间
相矛盾。众所周知，N-S-P 方程组的整体经典解是个公开问题，因此我希望本篇
论文能对解决这个公开问题会起到一点点帮助作用。
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第二章 预备知识
1、分部积分公式
如果 )()(, 1  CCvu  ,则有
dSuvndxuvvdxu ixx ii   
其中 ),,cos( ii xnn  n是  向外的法向量.
2、格林公式
如果 )()(, 12  CCvu  ，n是  向外的法向量，则有
(1)    dSnuudx ;
(2)    udSnvvdxuvdxu
(3)    dSnuvnvudxuvvu )()(
3、Young不等式
(1)不含的 Young不等式 设 ,1,1,0,0  qpba 且 111  qp .则有
.q
b
p
aab
qp

特别地，当 2 qp 时，上述不等式也称为 Cauchy不等式.
(2)含的 Young不等式 设 ,1,1,0,0,0  qpba  且 111  qp .
则有
qpqp
qpqp
baq
b
p
aab /
/


  .
特别地，当 2 qp 时，上它变为
22
2
1
2 baab 
  ，
称之为带的 Cauchy不等式.
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4、 lderoH  不等式
设 ,1,1  qP 且 111  qp ，若 )(),( 
qp LgLf ,则 )(1  Lgf ，且
qp LL gfdxfg   .
5、Schwarz 不等式
在 lderoH  不等式中取 2 qp ，则有
2
1
22
1
2 )()(    dxgdxfdxfg .
6、Gronwall 不等式
(1) 积分形式
设 ( ) ( )f t g t、 在[0, ]T 上非负且可积， ( )c t 为[0, ]T 上的某一函数，若有
0
( ) ( ) ( ) ( )tf t c t f g d     ， [0, ]t T 
则
00
( ) sup ( )exp{ ( ) }t
t T
f t c t g d 
 
  .
特别地，若 0)(  ktc ，则有 })(exp{)(
0 t dgktf  ；
进一步，若 0)( tc ，则有 0)( xf .
(2) 微分形式
设 ( ) ( )f t g t、 是定义在 ],[ ba 上的函数， )(tf 在 ),( ba 内可微，且有
)()()( tftgtf  ， ),( bat ，
则对所有的 ],[ bat ，有
})(exp{)()(  ta dssgaftf .
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第三章 QHD 方程的爆破问题
本文，我们主要考虑如下的 Quantum Hydrodynamic (简称 QHD)方程组：




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),(2
1)()(
,0)(
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


Pdiv
div
t
t
uuu
u
(3.1)
其中 ( , ) nx t    ，未知函数 uu  ,,, P 分别表示密度，速度，压力，动量，
)1(   P ， 0 是缩放的普朗克常数.
QHD方程组（3.1）的初始条件：
 ))(),(()0,)(,( 00 xxx utu  1(0, ; ( ))m nC T H  (3.2)
其中 4]2[ 
nm .假定初始密度 )(0 x 有紧支集，即存在正常数 0R 使得
,)(
00 RBx supp (3.3)
其中 0RB 表示 n 中以原点为圆心，以 0R 为半径的圆.
由于我们将考虑在 1(0, ; ( ))m nC T H  中且 T>0时的解.倘若初始密度 )(0 x 有
紧支集，那么由(3.1)的质量方程可推断出密度 ),( xt 在空间中总有紧支集.
定义
}),(inf{)( rBtrtR  xsupp (3.4)
则 )(tR 对所有 ],0[ Tt 都是有限的. 下面我们引入几个记号，类似辛教授[6]和谭
教授[5]所用的方法：
( ) ( , )
( , )
( ) ( , )
( ) ( , ) ( , )
n
n
n
n
i
i
i i
m t t d
E t d
M t t d
A t t t d




    








x x
x x x
x x x
x u x x
(3.5)
定理 3.1 设 T>0， 1( , ) ([0, ]; ( ))m nC T H  u 是 QHD方程(3.1)满足(3.2)(3.3)的一
个解, 并设
0)0( lA 对某个 },3,2,1{ nl  . (3.6)
倘若密度的支集对时间是亚线性的，即，存在常数 10,   和 01 C ，使得
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],,0[)1()( 1 TttCtR   (3.7)
则方程的解 ),( u 的存在时间 T是有限的.
证明：由方程(3.1)的质量方程和定理(3.1)的假设可知
dt
dtEdt
d i )( ( , )n it d x x x = ( , )n t it d x x x
( )n idiv d  u x x 1 (n
n
j
j i
j
d

   u )x x 1 ( )n
n
j
j i
j
d

  u x x
( , )n it u t d  x ( ,x) x )(tAi . (3.8)
因为在(3.3)下密度 ),( xt 总有紧支集，在 nR 上对(3.1)的两个方程积分，可
得
( , )n
d t ddt   x x ( )n div u d  x 1 ( )n i
n
i
x
i
u d

   x 0 (3.9)
( , ) ( , )n
d t u t dxdt  x x 21 ( )2 n d    x
21 )2 n d
  
   x 2 n d      x
2
1
n
n
i jj
j
d  

    x 2 1 n
n
ij j
j
d  

   x
2
2
1
( )2 n
n
i j
j
d 

   x
2 2 0.2 n d
     x (3.10)
因此， ).0()(),0()( ii AtAmtm  (3.11)
对(3.8)作从 0到 t的积分，利用(3.11)，可得
.)0()0()0()0()()0()(
00
tAEdsAEdssAEtE iit iit iii   (3.12)
另一方面，
( ) ( , )ni iE t t x x d  x
 )( ),(tR idxxt x .)1()0()()( 1 tCmtRtm  (3.13)
根据三角不等式可知
tAEEtA iiii )0()0()0()0(  .)1()0( 1 tCm  (3.14)
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从而， tAi )0( )1()0()0( 1 tCmE i  .,,2,1 ni  (3.15)
根据(3.6)可知对某个 },3,2,1{ ni  能够满足 0)0( iA ，再综合 (3.15)及
01 C 且 10  可知方程的解 ),( u 的存在时间 T是有限的. □
定理 3.2 [5] 设 T>0， 1( , ) ([0, ]; ( ))m nC T H  u 是 QHD 方程(3.1)满足(3.2)(3.3)
的一个解，并设
0)0( A 且 )0(m . (3.16)
则方程在 ( , ) [0, )nx t    上没有满足以下渐近性质
( )
limsup ( , ) 11 nt L
t u t xx 
 
. (3.17)
的整体解.
证明：(反证法) 设 1( , ) ([0, ]; ( ))m nC T H  u 是 QHD 方程(3.1)满足(3.2)(3.3)及
(3.17)的一个解，则存在 1,00  ct 使得
( )
( , )
1 nL
tu t x cx 
 
， 0tt  ，
即
( )
( , )
1 nL
u t x c
x t
 
， 0tt  (3.18)
记 )()()(~ tMtmtM    nR dxx )1( ，由(3.11)和(3.1),其导数为
)(~ tMdt
d )(tMdt
d n t x dx  ( )n div u x dx  1 ( )n i
n
i
x
i
u x dx

  
1
n
n
i
i
i
u x dx

  1 n
n
i i
i
xu dxx n
u x dxx
 
(1 )1n
u xx dxx x   ( )( ) 1 nL
uM t x 
  
 (3.19)
由(3.18)和(3.19)可知
0,)(~)(~ ttt
ctMtMdt
d 
对上式两边作从 0t 到 t的积分，得
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dss
sMctMtM t
t 0 )(
~
)(~)(~ 0 ，
根据 Gronwall不等式可得
)1exp()(~)(~
0
0  tt dtsctMtM cc tt
tM
0
0 )(~ (3.20)
另外，由(3.11)和(3.12),可估计 )(~ tM 有如下的下界：
( ) ( , )(1 )nM t t x x dx  
( ) nm t xdx   
)()0( tEm i
)0()0()0( ii EtAm 
)0()0()0( ii EtAm 
)0()0()0( MtAm i  (3.21)
综合(3.20)和(3.21)可得
c
c
i tt
tMmMtA
0
0 )(~)0()0()0(  ， },,2,1{,0 nitt  ， (3.22)
其中
 000 )(~)0(~)(~ t dttMdtdMtM
0
0
(0) (0) n
t xm M u dxdtx     
0
( )0
(0) (0) n n
t
Lm M u dxdt     
0
0
( ) 00
(0) (0) sup ( )n tLt tm M u m t dt    
0
0
( ) 00
(0) (0) sup ( , ) (0)n tLt tm M u t x m dt    
0
0( )0
(0) (0) sup ( , ) (0)nLt tm M u t x m t     (3.23)
因此，由(3.22)、(3.23)、(3.16)及 1( , ) ([0, ); ( ))m nC H   u 可推出与假设条
件 C<1矛盾，定理 3.2证毕！ □
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第四章 Navier-Stokes-Poisson 方程的爆破准则
本章将讨论在电力场下，Navier-Stokes-Poisson（N-S-P）方程在三维空间
中的 Serrin 爆破准则.
4.1 介绍
本文我们考虑如下的 Navier-Stokes-Poisson(N-S-P)方程组









g4
,)()()()(
,0)(
uuuuu
u
divPpdiv
div
t
t
(4.1)
其中 3),0(),( RTxt  ，函数 P,,u 分别表示密度，速度，压力，代表电
势能，常数 , 满足下列的物理限制条件:
0 和 03
2   . (4.2)
压力 P具有如下形式：
 AP )( （ 1,0  A ）， (4.3)
其中 ,A 是某物理常数.
另外，本篇论文仅考虑 N-S-P方程组在 3),0(),( RTxt  上的强解，满足
0, u 当 x ， (4.4)
),,(),,( 0000  uu t ， (4.5)
00 4  g . (4.6)
对满足一般初始条件的 N-S-P方程，在文献[13]和[17]证明了整体弱解的存
在.对方程(1.1)文献[18]中证明了在 3R 中局部强解的存在性.柯西问题强解的定义
如下.
定义 4.1 称 ),,(  u 为柯西问题(4.1)-(4.6)在 3),0(),( RTxt  上的一个强解，如
果对某个 ]6,3(0 q 满足
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